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Resumo
No presente trabalho, trataremos em conjunto as propriedades magne´ticas e
ele´tricas de um semicondutor em particular, o GaMnAs. O tratamento sera´ feito
analiticamente na primeira parte do trabalho, seguindo com o me´todo computaci-
onal para simulac¸a˜o dos sistemas f´ısicos, atrave´s da implementac¸a˜o das expresso˜es
obtidas na primeira parte. Todo o estudo da contribuic¸a˜o magne´tica sera´ feito
utilizando-se uma interac¸a˜o do tipo Kondo, atrave´s de uma abordagem por func¸o˜es
de Green. A parte ele´trica, que consiste nas interac¸o˜es Coulombianas entre porta-
dores e ı´ons de Mn, sera´ tratada dentro da aproximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo.
A implementac¸a˜o do me´todo aqui proposto sera´ calcular as func¸o˜es de Green con-
vergidas como soluc¸a˜o de espalhamento mu´ltiplo e usa´-las como ponto de partida
para o ca´lculo das interac¸o˜es magne´ticas efetivas entre ı´ons de Mn mediada por
portadores de carga. Foram variados os paraˆmetros de concentrac¸a˜o de ı´ons de Mn
e concentrac¸a˜o de portadores. A combinac¸a˜o destes dois paraˆmetros podem levar a
amostras isolantes, meta´licas com portadores no n´ıvel de Fermi com baixa ou alta
mobilidade. Como resultado obtivemos uma correlac¸a˜o entre a mobilidade dos por-
tadores e a intensidade da interac¸a˜o magne´tica. Quanto maior a mobilidade, maior
a intensidade da interac¸a˜o.




In this paper, we will address together the magnetic and electrical properties of a
particular semiconductor, the GaMnAs. The treatment will be done analytically in
the first part of the work, according to the computational method for simulation of
physical systems through the implementation of the expressions obtained in the first
part. All study of magnetic contribution will be made using an interaction Kondo
type, using an approach by Green functions. The electrical part, which consists of
the Coulomb interactions between carriers and Mn ions, will be treated within the
approach of multiple scattering. The implementation of the proposed method will
calculate the Green functions converged as multiple scattering solution and use them
as a starting point for the calculation of the effective magnetic interactions between
Mn ions mediated charge carriers. The concentration parameters were varied for
Mn ions and carriers as well. The combination of these two parameters can lead to
insulating, metal samples with carriers in Fermi level to low or high mobility. As a
result a correlation between the obtained carrier mobility and the strength of mag-
netic interaction. The greater mobility, the greater the intensity of the interaction.
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Os materiais semicondutores sa˜o so´lidos com caracter´ısticas eletroˆnicas distintas
dos demais, apresentando altas resisteˆncias se comparadas com metais, pore´m bai-
xas se comparadas com os isolantes. Mas sua utilidade na˜o esta´ somente em sua
caracter´ıstica eletroˆnica. Esses materiais mudam as suas propriedades quando do-
pados, e isso pode ser utilizado para inserir impurezas magne´ticas ao semicondutor,
tornando-o magne´tico. Essa categoria de semicondutores e´ denominada semicon-
dutores magne´ticos dilu´ıdos (DMS na sigla em ingleˆs). O estudo do DMS esta´
concentrado nos semicondutores II-IV, como o CdTe e o ZnSe, que dopados com
Mn, apresentam caracter´ısticas magne´ticas a` baixas temperaturas de transic¸a˜o (TC)
[1].
Outro DMS de interesse a ser tratado e´ o GaMnAs, que e´ uma liga de Arse-




que esta´ relacionado com a distribuic¸a˜o dos ele´trons nos
orbitais[2]. O dopante, e´ um semi metal da famı´lia 3d, cuja configurac¸a˜o de seus or-
bitais, captura um ele´tron e um buraco sera´ doado a` rede como portador, realizando
assim a troca de informac¸o˜es tanto de natureza magne´tica quanto ele´trica. A mag-
netizac¸a˜o espontaˆnea e´ um efeito coletivo deste material, que ocorre na auseˆncia de
um campo externo aplicado. O portador interagir-se-a´ com esta impureza da rede e
transportara´ a informac¸a˜o trocada com ele. E como consequeˆncia, o material pode
mostrar uma fase ferromagne´tica a campo magne´tico externo zero.
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Ohno e colaboradores mostram a dependeˆncia da concentrac¸a˜o de dopantes com
a temperatura de transic¸a˜o (Tc) e a concentrac¸a˜o de portadores. Mostraram ainda
que a temperatura de transic¸a˜o e´ aproximadamente proporcional com a concen-
trac¸a˜o de impurezas magne´ticas inseridas na rede ate´ uma concentrac¸a˜o da ordem
de 0,053, depois disso comec¸ando a decrescer. Da mesma forma, a concentrac¸a˜o
de portadores tambe´m atinge seu ma´ximo para a mesma concentrac¸a˜o de dopan-
tes, depois comec¸a a decrescer [3]. Em 1997 H. Ohno et al. realizou o estudo das
propriedades magne´ticas e de transporte em ligas de GaMnAs com diferentes con-
centrac¸o˜es de Mn. Os autores mostraram que para uma concentrac¸a˜o otimizada, a
temperatura cr´ıtica chegou a 70 K, superando outros registros da e´poca. H. Ohno et
al. observaram uma transic¸a˜o isolante-metal para uma concentrac¸a˜o de manganeˆs
em torno de 5% e outra transic¸a˜o metal-isolante para 7%. As maiores temperaturas
de transic¸a˜o ocorrem na fase meta´lica. Estes trabalhos pioneiros deram origem a
uma se´rie de estudos, tanto teo´ricos quanto experimentais. Em particular do ponto
de vista teo´rico, as transic¸o˜es de fase magne´ticas e a sua relac¸a˜o com as transic¸o˜es
de fase isolante-metal-isolante ainda na˜o foram tratadas em conjunto.
As propriedades magne´ticas dessa liga dilu´ıda na presenc¸a de portadores li-
vres, sa˜o usualmente descritas pela interac¸a˜o de Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida
(RKKY), que e´ uma teoria de perturbac¸a˜o em segunda ordem que descreve a in-
terac¸a˜o entre momentos magne´ticos localizados mediados por portadores. Atrave´s
da modificac¸a˜o do hamiltoniano que descreve essa interac¸a˜o, vamos ale´m do RKKY
convencional atrave´s do uso de func¸o˜es de Green e a teoria espectral.
As func¸o˜es de Green em f´ısica da mate´ria condensada, podem ser entendidas
como um propagador de um portador que interage com o meio. Isso nos possibilita
tratar o problema de muitos corpos. Atrave´s dessa abordagem e a partir do modelo
de rede Kondo, que consiste em uma rede de momentos magne´ticos localizados, cal-
culamos as interac¸o˜es de troca entre esses momentos, mediadas pelos portadores.
Na˜o levamos em considerac¸a˜o a interac¸a˜o portador-portador e entre os a´tomos in-
tersticiais da rede (foˆnons). As interac¸o˜es coulombianas entre portadores e ı´ons de
Mn, sera˜o tratadas usando a aproximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo.
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A motivac¸a˜o do presente trabalho se deve ao fato de, mesmo vinte anos apo´s
os trabalhos experimentais pioneiros de Ohno e seu grupo, na˜o haver um trata-
mento teo´rico que consiga descrever as transic¸o˜es metal-isolante em conjunto com
as propriedades magne´ticas.
Na sequeˆncia, faremos uma revisa˜o bibliogra´fica, apresentando trabalhos pre´vios
que nos permitiram desenvolver este estudo. Em seguida, descreveremos na sec¸a˜o
Teoria, o desenvolvimento anal´ıtico para a interac¸a˜o entre portadores e ı´ons e para
portadores e momentos magne´ticos localizados. Uma breve descric¸a˜o da imple-
mentac¸a˜o computacional vem em seguida. Apo´s, sa˜o apresentados os resultados e




2.1 O Material GaMnAs
Um dos pioneiros em heteroestruturas baseadas em GaMnAs, testando experimen-
talmente seu cara´ter ferromagne´tico, atrave´s do crescimento desse material pelo
me´todo MBE (Epitaxia de feixe molecular), foi Ohno et. al [4]. Tais estruturas
exibem propriedades magne´ticas e propriedades de transporte u´nicas, que surgem
do acoplamento entre portadores de carga e os momentos magne´ticos localizados.
O Arsenieto de Ga´lio, ou ainda, Arseneto de Ga´lio (GaAs) per si, e´ um se-
micondutor de vasto interesse para a industria eletroˆnica. Embora GaAs seja de
maior custo comparado ao Sil´ıcio (Si), este apresenta maior eficieˆncia na trans-
missa˜o da informac¸a˜o, pois possui maior saturac¸a˜o eletroˆnica que, em se tratando
de propriedade magne´tica de materiais, e´ a condic¸a˜o na qual um aumento na forc¸a
magne´tica na˜o mais produz um aumento no fluxo magne´tico, e tambe´m maior mo-
bilidade eletroˆnica. Tais propriedades implicam em maior velocidade de corrente e
consequentemente mais ra´pida resposta do dispositivo. Essas estruturas sa˜o relati-
vamente menos sens´ıveis a aquecimentos, reduzindo o consumo de energia.
O Mn, por sua vez, e´ um metal de transic¸a˜o, cuja configurac¸a˜o eletroˆnica
dada por [Ar]4s23d5 nos mostra que, pela Regra de Hund, ele possui um momento
magne´tico localizado 5}/2. Podemos observar tambe´m que o Mn no GaAs, e´ um
aceitador, portanto ele e´ um doador de buracos. Assim, a liga de GaMnAs pos-
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sui momentos magne´ticos localizados e portadores livres, possibilitando a interac¸a˜o
desses momentos magne´ticos atrave´s dos portadores.
O ferromagnetismo e´ uma propriedade de certos materiais apresentarem mag-
netizac¸a˜o espontaˆnea, ou seja, possu´ırem orientac¸a˜o de seus momentos magne´ticos a
uma dada temperatura. Com o aumento da temperatura, esses momentos magne´ticos
tendem a se desalinharem devido ao acre´scimo de energia te´rmica, perdendo seu
cara´ter ferromagne´tico e se tornando paramagne´tico. Esse fenoˆmeno ocorre ge-
ralmente a n´ıvel local, portanto apenas alguns domı´nios do material apresentara˜o
fenoˆmeno ferromagne´tico em dada direc¸a˜o abaixo de certa temperatura denominada
temperatura de Curie (TC). O entendimento do comportamento ferromagne´tico nes-
sas estruturas ainda na˜o e´ completamente explicado. Sabemos que ha´ correlac¸a˜o
entre a presenc¸a dos buracos doados pelo Manganeˆs e a magnetizac¸a˜o do material
[3, 5].
As heteroestruturas de GaMnAs sa˜o ideais para desenvolvimento da spintroˆnica
em sistemas semicondutores. Essas heteroestruturas teˆm vasta aplicac¸a˜o e versa-
tilidade, podendo ser utilizado no crescimento de nanofios baseados em GaMnAs,
na intenc¸a˜o de desenvolver nanodispositivos unidimensionais atrelado a spintroˆnica,
eletroˆnica de nanoestruturas e na fotoˆnica [6]. Utiliza-se tambe´m o GaMnAs para
aplicac¸a˜o do Efeito Zeeman Gigante atrave´s da magneto-o´tica (MO). A te´cnica para
o estudo da MO e´ o Dicro´ısmo circular magne´tico (MCD na sigla em ingleˆs), que e´
a diferenc¸a de absorc¸a˜o da luz circularmente polarizada que incide no material [7].
Trabalhos tambe´m foram realizados com o intuito de controlar os n´ıveis quaˆnticos
em semicondutores ferromagne´ticos com poc¸os quanticos baseados em heteroestru-
turas de Arseneto de Ga´lio dopado com Manganeˆs e barreiras duplas [8]. Em uma
mesma perspectiva, o material possibilita, atrave´s da fabricac¸a˜o de camadas de
poc¸os quaˆnticos, uma melhor manipulac¸a˜o dos n´ıveis quaˆnticos, utilizando eletrodos
de poc¸o quaˆntico.
Sa˜o desenvolvidas tecnologias baseadas em espectroscopia de tunelamento res-
sonante com dependeˆncia de spin (momento magne´tico intrinseco), a partir desse
DMS [9]. A espectroscopia por tunelamento ressonante e´ um me´todo poderoso para
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investigar a estrutura de banda, pois os n´ıveis ressonantes conte´m informac¸o˜es rele-
vantes ao estudo do material, como massa efetiva, configurac¸a˜o de estrutura bandas
e energia de Fe´rmi.
O GaMnAs ainda e´ considerado um DMS promissor atualmente, devido a sua
alta temperatura de Curie. Segundo alguns trabalhos experimentais [10], alterando-
se a concentrac¸a˜o de Manganeˆs podemos atingir temperatura de 81 a 185K, mas ha´
trabalhos mostrando temperaturas da ordem de 245K[11], o que sa˜o temperaturas
altas comparadas com os demais DMSs. A temperatura mais alta relatada neste
material ocorreu para uma concentrac¸a˜o de 12.5% de dopante, num filme espesso de
23nm. O DMS em questa˜o, possui propriedades micro magne´ticas e de transporte
que superam a eficieˆncia das demais ligas semicondutoras [12] e que em temperaturas
dessa ordem, possibilitam melhor manipulac¸a˜o e controle, permitindo enta˜o, avanc¸os
ainda maiores no campo da spintroˆnica. Embora saibamos muito sobre esses ma-
teriais e suas vastas aplicac¸o˜es, as origens de altas temperaturas cr´ıticas e detalhes
dos mecanismos de interac¸a˜o, sa˜o perguntas que ainda na˜o foram completamente
respondidas [13].
Os efeitos que a dopagem de Mn exerce sobre a liga de Arseneto de Ga´lio,
tambe´m sa˜o controversos. Alguns trabalhos publicados, tanto teo´ricos quanto ex-
perimentais, afirmam que, para baixas concentrac¸o˜es de Manganeˆs, a dependeˆncia
dessa concentrac¸a˜o com a temperatura de transic¸a˜o pode ser desconsiderada [14].
Pore´m, a dependeˆncia da temperatura de transic¸a˜o com a concentrac¸a˜o ainda e´ rele-
vante para o entendimento dessas heteroestruturas, se consideradas as concentrac¸o˜es
de dopantes mais elevadas, a dependeˆncia com a temperatura se torna evidente.
Estudos recentes no crescimentos de filmes finos dessa heteroestrutura atrave´s
de feixe de epitaxia molecular (MBE na sigla em ingleˆs), explicam que o crescimento
desses filmes atrave´s da te´cnica MBE depende da temperatura e do aprimoramento
da solubilidade do Manganeˆs. Isso implica que a melhor distribuic¸a˜o do dopante na
estrutura, eleva consideravelmente TC [15, 16].
A investigac¸a˜o da modulac¸a˜o da temperatura de Curie em uma dopagem δ deMn
para poc¸os quaˆnticos largos possibilitou o estudo da dependeˆncia de propriedades
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magne´ticas com a injec¸a˜o de ele´trons por campo ele´trico. O me´todo nume´rico auto-
consistente levou em conta o potencial de Hartree e a interac¸a˜o de troca de spins
p− d. Conclu´ıram que, para poc¸os de potencial largos (> 20nm), obte´m-se maiores
valores de TC [17].
A natureza da banda de valeˆncia abaixo do n´ıvel de Fermi, emGaMnAsmeta´lico,
foi pouco explorada do ponto de vista o´tico. Pore´m alguns trabalhos propo˜em que
essas propriedades nesse semicondutor com alta dopagem, sa˜o consistentes com a
desordem da banda de valeˆncia pro´ximas ao n´ıvel de Fermi. A abordagem neste
artigo, e´ referente a`s propriedades o´ticas, mas nosso interessante com relac¸a˜o a este
trabalho, e´ o estudo desenvolvido a respeito do n´ıvel de Fermi para diferentes ordens
de concentrac¸a˜o de Mn, nos regimes meta´lico e isolante. Mostraram que para bai-
xas concentrac¸o˜es de dopante, a caracter´ıstica da banda de impureza e´ consistente
com o material isolante e que ha´ favorecimento de desordem para o sistema meta´lico
altamente dopado [18].
Em 2008, V. Nova´k et al. efetuaram um trabalho experimental de crescimento
de filmes finos de GaMnAs utilizando a te´cnica de annealing, que constitui em
dopagem de sucessivas camadas intercaladas com a diminuic¸a˜o da temperatura.
O grupo otimizou o material, elevando sua temperatura de transic¸a˜o, obtiveram
rendimento que superou os trabalhos anteriores atingindo a temperatura de 180K.
Essa te´cnica permitiu um melhor arranjo das zonas de alta dopagem de manganeˆs,
evitando regio˜es anti-ferromagne´ticas [19]. Utilizando-se a mesma te´cnica para um
sistema de ga´s de buracos bidimensional (2DHG), observou-se ale´m de um efeito
Hall anoˆmalo uma alta TC para a dopagem δ−Mn e para o me´todo de recozimento
atingindo temperaturas acima de 240K. A te´cnica consiste de sucessivas dopagens,
aumentando e diminuindo a temperatura entre 300◦C a 600◦C, aplicando um campo
ele´trico para a inserc¸a˜o de impurezas [11].
Atrave´s do me´todo de Monte Carlo (MC), estudou-se o termo de troca simu-
lando sistemas 2D realistas [20]. Utilizando diferentes espessuras de camadas do
semicondutor GaMnAs para poc¸os quaˆnticos, de modo a otimizar os paraˆmetros
para controlar a temperatura de transic¸a˜o TC atrave´s de um campo ele´trico. O
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processo computacional distribui de forma aleato´ria, pore´m bem distribu´ıda, devido
ao me´todo estoca´stico, o que e´ equivalente aos trabalhos experimentais utilizando
δ−doping, citada acima, reproduzindo uma boa distribuic¸a˜o de dopantes evitando
ilhas de impurezas. O me´todo MC apresenta temperaturas de transic¸a˜o consi-
dera´velmente menores se comparadas com o me´todo de Hartree- Fock, mostrando-se
mais pro´ximas a`s temperaturas obtidas experimentalmente [21].
Foi feito o estudo para explicar a formac¸a˜o magne´tica do par polaron-polaron e
sua interac¸a˜o atrave´s de uma abordagem estat´ıstica [22]. O polaron e´ a interac¸a˜o
entre o portador e o ı´on da rede. O par polaron-polaron, seria um par de portadores
desta rede que interagem entre si. Mostraram que a interac¸a˜o entre esse par pode
ser praticamente considerada independente da temperatura, e que sua interac¸a˜o
ferromagne´tica pode dominar sobre a amostra alinhando o par de polarons.
Utilizando a relac¸a˜o da condutividade de Einstein
σ = N(EF )De
2,
ondeD e´ a constante de difusa˜o, σ a condutividade eN(EF ) a densidade de estado no
n´ıvel de Fermi, mostrou-se [23] que a densidade de estados na energia de Fermi pode
ser obtida por medidas da condutividade. O grupo desenvolveu experimentalmente
diferentes amostras com variadas dimenso˜es e concentrac¸o˜es, provando que quanto
menor a largura da amostra em questa˜o maior a condutividade, mantendo o filme
a baixas temperaturas, justamente para estudar a interac¸a˜o entre portadores, que
ocorre neste regime e que tambe´m foi estudado em [24].
2.2 Interac¸o˜es Magne´ticas
Aprofundando um pouco mais na teoria de interac¸o˜es magne´ticas, podemos utilizar
diferentes te´cnicas para tratar estas interac¸o˜es, como por exemplo Monte Carlo, te-
oria de perturbac¸a˜o, grupo de renormalizac¸a˜o e func¸o˜es de Green. Aqui, discutimos
apenas, a u´ltima te´cnica citada. As func¸o˜es de Green para sistemas magne´ticos se
baseiam em treˆs modelos de Hamiltonianos: os hamiltonianos de Hubbard, Ander-
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son e Kondo. Neste trabalho, abordaremos o Hamiltoniano tipo Kondo, utilizando
um tratamento chamado Modelo de Rede Kondo, KLM na sigla em ingleˆs.
Nesta sec¸a˜o, discorreremos sobre a interac¸a˜o entre portador e impureza magne´tica
localizada, mediante termo de troca. A interac¸a˜o descreve a troca de spins entre
o caroc¸o e seus ele´trons de conduc¸a˜o, os ele´trons mais externos. Tal interac¸a˜o foi
proposta por C. Kittel e M.A. Ruderman da Universidade da Carolina, nos Estados
Unidos da Ame´rica, sendo mais tarde aprimorada por T. Kasuya da Universidade
de Nagoya, no Japa˜o, e por K. Yosida, tambe´m da Universidade da Carolina. Utili-
zamos aqui a Interac¸a˜o RKKY, pore´m a modificamos para adequa´-la ao formalismo
das func¸o˜es de Green, a partir de trabalhos anteriores publicados por W. Nolting et
al. [25], chamando-a portanto de Interac¸a˜o RKKY Modificada.
Essa interac¸a˜o modificada na˜o considera uma interac¸a˜o de troca direta entre
os spins d localizados. Aqui sera´ observado, o acoplamento indireto dos spins da
camada d mediado pela troca com os spins p − d. A interac¸a˜o tipo Kondo que





σˆi · Si (2.1)
onde J e´ a constante de troca [26]. Nos nossos ca´lculos, seguimos a proposic¸a˜o
de W. Nolting. Trata-se de aproximar o hamiltoniano que descreve a rede do tipo
Kondo, chegando assim num hamiltoniano efetivo e a uma interac¸a˜o RKKY modi-
ficada. Esta RKKY modificada consiste num tratamento em expanso˜es de segunda
ordem das func¸o˜es de Green para a descric¸a˜o da interac¸a˜o magne´tica mediada por
portadores.
O problema das interac¸o˜es magne´ticas atrave´s de um hamiltoniano efetivo, sera´
feito por uma aproximac¸a˜o para se encontrar o valor esperado dos operadores dos
portadores (criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o) e dos operadores de spin:
〈Sˆσc†iσcjσ〉 −→ Sˆσ〈c†iσcjσ〉.




No que concerne as interac¸o˜es Coulombianas, ou seja, de cara´ter ele´trico, trabalha-
mos com a chamada aproximac¸a˜o do Espalhamento Mu´ltiplo(MS, da sigla em Ingleˆs,
Multiple Scattering). Quando os portadores livres caminham pelo material, que se
constitui de uma rede qualquer, com ı´ons distribu´ıdos aleatoriamente em seus s´ıtios,
sofrem espalhamentos pelo dopante atrave´s de um potencial atrativo. Consideramos
o espalhamento do portador com as impurezas, a temperatura igual a zero Kelvin.
A esta temperatura, as impurezas podem ser consideradas esta´ticas. Assim, o espa-
lhamento se da´ pelas cargas e na˜o pela distorc¸a˜o na rede, foˆnons. No hamiltoniano
que descreve o espalhamento Coulombiano, o portador e´ descrito como uma posic¸a˜o
na rede (r) e a impureza localizada num s´ıtio Ri.
O espalhamento Coulombiano pode ser tratado de diversas formas, sendo a mais
usual a aproximac¸a˜o de Born [28], aqui optamos pela aproximac¸a˜o do espalhamento
mu´ltiplo de Klauder, que nos permite calcular as interac¸o˜es em materiais semicon-
dutores dopados, usando o potencial de coulomb real da impureza (1/r) que e´ o
caso do Arseneto de Ga´lio dopado com Manganeˆs. Ela e´ adequada para tratar as
concentrac¸o˜es de ı´ons normalmente registradas para estes materiais. Dentro dessa
aproximac¸a˜o proposta por Serre e Ghazali, faremos ainda a aproximac¸a˜o de que os




Em nosso tratamento, usaremos um Hamiltoniano que englobara´ os termos cine´tico,
magne´tico e coulombiano. O Hamiltoniano completo pode ser expresso por
H = Hs +Hc +Hpd (3.1)
Onde o primeiro termo refere-se a` parte cine´tica, o segundo a` parte coulombiana e
o ultimo termo refere-se a` parte magne´tica.
Explicitando cada termo isoladamente, temos o termo cine´tico













onde e e´ a carda elementar do ele´tron, r e´ a distaˆncia entre o ele´tron e o ı´on, e 
a constante diele´trica do material. Consideramos a aproximac¸a˜o dos ele´trons na˜o
interagentes. O potencial e´ referente a interac¸a˜o ele´tron nu´cleo.






JS(Ri) · σˆ(r)δ(Ri − r)
onde J e´ a constante de acoplamento, representando as interac¸o˜es dos portadores
σˆ(r) com os momentos magne´ticos localizados Si.
Utilizamos a notac¸a˜o para as func¸o˜es de Green, como mostrado abaixo
G(E) = 〈Ψ(0)|( ˆA(E) ˆB(E))|Ψ(0)〉 → G(E) = 〈〈Aˆ; Bˆ〉〉E,
onde Aˆ e Bˆ sa˜o operadores, |Ψ(0)〉 e´ o autoestado no tempo zero. Para mostrar que
a func¸a˜o de Green esta´ em func¸a˜o da energia utilizamos a notac¸a˜o 〈〈〉〉E.
3.1 Abordagem Geral do Problema
Nosso objetivo nesta sec¸a˜o, e´ encontrar as propriedades do sistema atrave´s de um
hamiltoniano completo, fornecendo uma descric¸a˜o sem aproximac¸o˜es para a parte





























onde os termos acima encontram-se em segunda quantizac¸a˜o no espac¸o dos momen-
tos. O primeiro termo refere-se a parte cine´tica, o segundo ao potencial coulombiano
e por fim a parte magne´tica. Os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o c†kσ e ckσ, res-
pectivamente, descrevem a criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de portadores fermioˆnicos, com
vetor de onda k e polarizac¸a˜o de spin σ = ±. Sz e S± sa˜o operadores de spin, que
atuam sobre σ. A partir da equac¸a˜o do movimento de Heisenberg no espac¸o das
posic¸o˜es, como descrita abaixo
EGσij(E) = }δij + 〈〈[ciσ, Hˆ]; c†jσ〉〉E (3.5)
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faremos a transformada de Fourier, obtendo para um caso geral
E〈〈Aˆ; Bˆ〉〉E = }〈[Aˆ; Bˆ]±〉+ 〈〈[Aˆ, Hˆ]; Bˆ〉〉E. (3.6)
Substituindo os operadores Aˆ e Bˆ pelos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o e
fazendo as devidas anticomutac¸o˜es, encontraremos os termos cine´tico, coulombiano
e magne´tico. A equac¸a˜o de movimento podera´ ser escrita de modo exato, como
segue
[E − (k′)]Gσ′k (E) = } +
∑
j








〈〈Szj cq+; c†k′σ′〉〉Eδσ′+ − 〈〈Szj cq−; c†k′σ′〉〉Eδσ′− (3.7)
〈〈S+j cq+; c†k′σ′〉〉Eδσ′− + 〈〈S−j cq−; c†k′σ′〉〉Eδσ′+
)
.
O que faremos a seguir, e´ aplicar novamente a equac¸a˜o de movimento a`s novas
func¸o˜es de Green, que sa˜o produto das comutac¸o˜es da parte magne´tica. Veja que
cada qual possui um operador de Spin associado e que na˜o pode ser simplesmente
removido da func¸a˜o de Green, pois nesta etapa do trabalho, estamos interessados
em obter de modo exato o ca´lculo dessas equac¸o˜es.
Faremos um ca´lculo para uma comutac¸a˜o geral, e apo´s este ca´lculo aplicaremos
para diversos casos, de modo a reproduzir as func¸o˜es de Green vistas acima. A parte
cine´tica e a parte Coulombiana, por na˜o possu´ırem operadores de spin, comutam
com os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o, o operador de spin e´ simplesmente
desacoplado nestes casos. Podemos definir um comutador geral como mostrado
abaixo
[Sαi cpσ′ ; Hˆ] = S
α
i cpσ′Hˆ − HˆSαi cpσ′
onde α = z,+,− e σ′ = +,−.
A equac¸a˜o de movimento para o caso geral e´ demonstrado abaixo, sendo a pri-
















〈〈Sαi Szj cpσ′c†k+cq+; c†k1σ1〉〉E − 〈〈Sαi Szj cpσ′c†k−cq−; c†k1σ1〉〉E
+〈〈SzjSαi c†k+cq+cpσ′ ; c†k1σ1〉〉E − 〈〈SzjSαi c†k−cq−cpσ′ ; c†k1σ1〉〉E
+〈〈Sαi S+j cpσ′c†k−cq+; c†k1σ1〉〉E − 〈〈S+j Sαi c†k−cq+cpσ′ ; c†k1σ1〉〉E
+〈〈Sαi S−j cpσ′c†k+cq−; c†k1σ1〉〉E − 〈〈S−j Sαi c†k+cq−cpσ′ ; c†k1σ1〉〉E
)
. (3.8)
A equac¸a˜o de movimento, referente a func¸a˜o de Green que acompanha o termo
















〈〈Szj cq′+; c†qσ′〉〉Eδσ′+ − 〈〈Szj cq′−; c†qσ′〉〉Eδσ′−
+〈〈S+j cq′+; c†qσ′〉〉Eδσ′− + 〈〈S−j cq′−; c†qσ′〉〉Eδσ′+
]
(3.9)
Juntas, elas formam o conjunto completo de equac¸o˜es que descrevem o sistema em
segunda ordem. Veja ainda que podemos reproduzir a interac¸a˜o Coulombiana se
a magnetizac¸a˜o Sz for zero. Teremos termos cruzados, que acoplam magnetismo e
espalhamento coulombiano.
Notamos que para termos de ordem superior, o nu´mero de operadores de spin
nas func¸o˜es de Green aumenta progressivamente, onde a ordem da equac¸a˜o de mo-
vimento corresponde ao nu´mero de operadores de spins. Devemos desacopla´-los se
quisermos encontrar uma func¸a˜o de Green e a autoenergia associada.
Ale´m disso, a possibilidade do spin flip previne uma soluc¸a˜o exata para os termos
coulombiano e magne´tico na forma acima. Assim, iremos propor uma soluc¸a˜o ao
problema, tratando o espalhamento coulombiano ate´ ordem infinita e o espalhamento
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magne´tico ate´ primeira ordem para a autoenergia, essa aproximac¸a˜o sera´ descrita
nas sec¸o˜es seguintes.
3.2 Termo Coulombiano
Nesta sec¸a˜o, trataremos do me´todo aproximativo do Espalhamento Mu´ltiplo, onde
este sera´ u´til para descrevermos as interac¸o˜es coulombianas da rede tipo Kondo. O
espalhamento mu´ltiplo consiste em selecionar da auto energia, espalhamentos que
ocorrem va´rias vezes pela mesma impureza. Veja que aqui temos va´rios espalhamen-
tos provenientes da mesma impureza, enquanto que a aproximac¸a˜o do espalhamento
de Born considera apenas dois espalhamentos realizados a partir mesma impureza.
A MS consegue tratar corretamente ligas com concentrac¸o˜es maiores que a apro-
ximac¸a˜o de Born [29]. Antes de escrevermos as interac¸o˜es, definiremos os vetores de
onda dos portadores como sendo k,k′,q e q′. Podemos agora escrever o Hamiltoni-





















onde o termo Hp−d na˜o explicitado e´ a parte relacionada as interac¸o˜es magne´ticas.
Nos cap´ıtulos seguintes explicitaremos melhor as interac¸o˜es magne´ticas, mas por
enquanto, focaremos em entender a aproximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo.
Definiremos, em seguida, um propagador de uma u´nica part´ıcula para um sistema
homogeˆneo:
G(k, t) = −i}〈〈T [a˜k(t)a˜†k(0)]〉〉, (3.10)




} Ht e o propagador na˜o-diagonal (gerador):





Aplicando a equac¸a˜o de movimento e efetuando as devidas comutac¸o˜es, chegamos
na func¸a˜o de Green na˜o diagonal
F (k,k′; t) = δk,k′G
0(k, E) +G0(k, E)
∑
q
U(q)F (k + q,k′;E) (3.14)
Resolvendo iterativamente, teremos:
G(k, E) = F (k,k, E) = G0(k, E) +G0(k, E)U(0)G0(k, E) + (3.15)
+ G0(k, E)U(q)G0(k + q, E)U(−q)G0(k, E) (3.16)
+ · · · .
































E o potencial de Coulomb assume a forma abaixo [30]
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U(q) = ρimp(q)v(q) (3.23)
onde v(r) e´ o potencial gerado por essas impurezas [29, 31]. O primeiro termo(ρ),
representa uma densidade de dopantes inseridos aleatoriamente no material. O
ca´lculo auto-consistente, atrave´s da iterac¸a˜o do potencial Coulombiano, e´ realizado
para um ga´s de buracos bidimensionais com densidade superficial nS, e com concen-
trac¸a˜o ni de impurezas ionizadas. Os paraˆmetros para os ca´lculos computacionais,
ni e nS, sa˜o independentes. E´ de relevante interesse que estes dois paraˆmetros se-
jam independentes, pois sabemos que a densidade dos portadores livres no material
ferromagne´tico em questa˜o simboliza apenas uma pequena frac¸a˜o da concentrac¸a˜o
de Manganeˆs. Ale´m disso a concentrac¸a˜o de portadores pode ser controlada por um
potencial de gate [20].
Para um nu´mero muito extenso de impurezas, por exemplo, quando as propri-
edades macrosco´picas da amostra se tornam independentes das configurac¸o˜es da










ddχ2 · · · 1
V
∫







ddχi}G(k, E)[χ1,χ2,···χN ]. (3.25)
A me´dia nos produtos com a densidade e´ dada pelas equac¸o˜es que seguem
ρimp(q) = Nδq,0 (3.26)
ρimp(q)ρimp(−q) = N2δq,0 +N (3.27)
A aproximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo consistira´ em selecionar da auto ener-
















0(k + q1)v(q2 − q1)G0(k + q2)v(−q2) + (3.30)
+ · · · .
Na˜o escrevemos ainda, o argumento da energia no propagador. Como a energia
e´ conservada no processo de espalhamento, consideraremos como sendo ela´stico. E´

















ddq2v(q1 − q)G0(k + q1)× (3.33)
× v(q2 − q1)G0(k + q2)Nv(−q2) + · · · . (3.34)
O que e´ conclu´ıdo com a expressa˜o abaixo
Σcoul(k, E) = K(k,q = 0, E). (3.35)
Ordens superiores sa˜o inclu´ıdas, se trocarmos a func¸a˜o de Green sem perturbac¸a˜o





ddq′v(q′ − q)G(k + q′)[Nv(−q′) +K(k,q′;E)]. (3.36)
Fazendo uma mudanc¸a de varia´veis
k + q′ → q1 (3.37)
k + q→ q′1 (3.38)
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Portanto a eq.(3.36) se torna:




ddq′1v(q1 − q′1)G(q′1)[Nv(k− q′1) +K(k,q′1 − k;E)].
(3.39)






ddq′1v(q1 − q′1)G(q′1)[Nv(k− q′1) +K(k,q′1;E)], (3.40)
uma vez que a auto energia e´ dada por
Σcoul(k, E) = K(k,q = 0;E), (3.41)
teremos:
Σcoul(k, E) = K1(k,k;E), (3.42)
agora vemos que a auto energia sa˜o os termos diagonais da matriz K1, correspon-
dendo a linha k e coluna k, calculada na energia E. Para fazer com que este
formalismo seja operacional, mais uma mudanc¸a e´ necessa´ria. Definimos a func¸a˜o
U como segue [32]:
U(k,q;E) ≡ K1(k,q;E) +Nv(k− q) (3.43)
Nesse caso, a eq.(3.40) se torna:




′ − q)G(q′)U(k,q′;E) (3.44)
Com isso, temos uma equac¸a˜o de matriz linearizada:
[I − v˜G˜]U˜ = Nv˜, (3.45)
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esta sera´ usada para efetuarmos os ca´lculos computacionais e implementac¸a˜o do
me´todo iterativo. Por questo˜es de dida´tica, faremos uma descric¸a˜o do me´todo com-
putacional no final deste cap´ıtulo, apo´s ter sido desenvolvido todo o trabalho teo´rico,
de modo que o leitor possa acompanhar a te´cnica desenvolvida.
3.3 Termo Magne´tico
A partir do hamiltoniano magne´tico Hm
Hm = Hs +Hp−d (3.46)
onde o primeiro termo (Hs) representa a energia cine´tica e o segundo (Hp−d) a in-
terac¸a˜o magne´tica de troca entre bandas, escrito como uma interac¸a˜o intra atoˆmica
entre o ele´tron itinerante ou de conduc¸a˜o, de spin σi, e o momento magne´tico loca-












sendo niσ = c
†
iσciσ, zσ = δσ+−δσ− e por fim Sσi = Sxi +izσSyi . Este termo apresentado
aqui de forma compacta, e´ o mesmo presente na eq.(3.4). O termo da energia cine´tica

























Representam-se as func¸o˜es de Green retardadas para os ele´trons livres no material
como segue
Gσij(t− t′) = 〈〈ciσ(t); c†jσ(t′)〉〉
= −iΘ(t− t′)〈[ciσ(t); c†jσ(t′)]〉. (3.50)
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onde Θ(t − t′) e´ chamada Func¸a˜o de Heaviside e tambe´m conhecida como Func¸a˜o
Degrau, tal que Θ(t− t′) = 1 se t > t′ e Θ(t− t′) = 0 se t < t′.
Utilizamos a seguinte transformada de Fourier como mostrada abaixo






(t− t′)e i}E(t−t′). (3.52)








































































Podemos observar que o primeiro termo do lado direito de nossa equac¸a˜o se anula de-
vido a derivada parcial com relac¸a˜o ao tempo, atuar sobre uma func¸a˜o independente










ainda podemos escrever a igualdade acima usando a relac¸a˜o da func¸a˜o de Green com
a referida Func¸a˜o de Heaviside (3.50), derivando os termos relacionados a t atrave´s




























Dentre as va´rias propriedades da func¸a˜o de Heaviside, utilizaremos a propriedade






































da igualdade acima, pode agora, ser substitu´ıdo pela expressa˜o que segue, utilizando
para isso, a definic¸a˜o de func¸a˜o de Green definida anteriormente
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〈〈[ciσ(t);Hm]; c†jσ〉〉.













= }〈[ciσ(t); c†jσ(t)]〉+ 〈〈[ciσ,Hm]; c†jσ〉〉E
= }δij + 〈〈[ciσ,Hm]; c†jσ〉〉E. (3.65)
Podemos concluir a equac¸a˜o que segue abaixo
EGσij(E) = }δij + 〈〈[ciσ,Hm]; c†jσ〉〉E. (3.66)
Pela definic¸a˜o do hamiltoniano 3.46 e utilizando as propriedades de antico-
mutac¸a˜o, definida abaixo
[A,BC] = ABC −BCA
= ABC + (BAC −BAC)−BCA
= (ABC +BAC)− (BAC +BCA)
= (AB +BA)C −B(AC + CA)
= {A,B}C −B{A,C}
podemos enta˜o, anti-comutar e obter os termos entre os operadores fermioˆnicos e o
hamiltoniano magne´tico.
EGσij(E) = }δij +
∑
m
Tim〈〈cmσ; c†jσ〉〉+ 〈〈[ciσ,Hpd]; c†jσ〉〉E (3.67)
Utilizando as propriedades das func¸o˜es delta, temos
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EGσij(E) = }δij +
∑
m









Tim〈〈cmσ; c†jσ〉〉 = }δij + 〈〈[ciσ,Hpd]; c†jσ〉〉E. (3.68)
Agrupando os termos da u´ltima equac¸a˜o, podemos escrever como segue:
∑
m
(Eδim − Tim)Gσmj(E) = }δij + 〈〈[ciσ,Hpd]; c†jσ〉〉E (3.69)
A eq.(3.69), e´ uma descric¸a˜o geral do caso abordado por Santos e W. Nolting [25, 26].




















































Gσk(E) = } + 〈〈[ckσ,Hpd]; c†kσ〉〉E (3.76)








k(E) = 〈〈[ckσ,Hpd]; c†kσ〉〉E, (3.77)









E − (k)− Σmagkσ (E)
]




E − (k)− Σmagkσ (E) + iδ+
. (3.80)
No caso da func¸a˜o de Green acima, na auseˆncia de interac¸o˜es, podemos defini-la
como uma func¸a˜o de Green de ordem zero, que seria o mesmo que representar o





E − (k) + iδ+ . (3.81)
A partir da func¸a˜o de Green de um u´nico ele´tron e aplicando a teoria de densidade
espectral, que nos diz que uma func¸a˜o de Green pode ser escrita como a me´dia dos
operadores que a compo˜em, podemos escrever:
Gσk(E) = 〈〈ckσ; c†kσ〉〉, (3.82)














que e´ a me´dia do nu´mero de ocupac¸a˜o. Utilizando a me´dia desse operador, podemos
associa´-lo a` autoenergia. Na refereˆncia [25] uma aproximac¸a˜o e´ utilizada para a
autoenergia. Podemos escreve-la como segue






3) + · · · (3.87)
Esta aproximac¸a˜o e´ somente va´lida para o caso do limite de acoplamento fraco. O
termo de primeira ordem, refere-se a magnetizac¸a˜o local e e´ linearmente proporcional
ao acoplamento J . O segundo termo, contendo Dkσ(E), esta´ relacionado com J
2,
um termo de segunda ordem. Faremos uso, portanto, desta autoenergia em primeira
ordem no limite de acoplamento fraco, definida abaixo como




o que significa que, com a aproximac¸a˜o do termo de primeira ordem, estamos apenas
considerando a quebra dos spins devido ao termo 〈Sz〉, chamado Zeeman’s Split, isto
para o ca´lculo das func¸o˜es de Green do espalhamento mu´ltiplo.
3.3.1 Interac¸a˜o RKKY Modificada
Abrindo a eq.(2.1), referente a interac¸a˜o tipo Kondo, podemos obter uma outra







e−iq·Ri(Si · σˆ)σσ′c†k+qσckσ′ (3.89)
Fazendo a aproximac¸a˜o do hamiltoniano efetivo(Hd), teremos:
Hpd −→ 〈Hpd〉 = Hd
Podemos escrever o termo acima, em sua forma aproximada atrave´s da me´dia







e−iq·Ri(Si · σˆ)σσ′〈c†k+qσckσ′〉. (3.90)
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A partir da equac¸a˜o de movimento (3.76), fazendo uso da simetria da func¸a˜o de
Green de ordem zero (3.82), abrangendo os casos para os operadores ativos sendo
primeiro ckσ′ e em seguida ck+qσ. Isso equivale a propagac¸o˜es sime´tricas e com-
plementares, que nos levara˜o a uma soluc¸a˜o completa. Abaixo esta˜o as duas co-
mutac¸o˜es, para os dois casos











′−(k+q)]·Ri(Si · σˆ)σ′′σck′σ′′ . (3.92)
Estamos calculando as duas propagac¸o˜es poss´ıveis dos portadores e suas respectivas
interac¸o˜es, logo que ambas sa˜o va´lidas, faremos a posteriori, uma superposic¸a˜o da
soluc¸a˜o. Apo´s efetuarmos as duas comutac¸o˜es expostas acima, teremos as duas




























Somando os termos e utilizando a definic¸a˜o da delta de Kronecker, teremos a super-
posic¸a˜o das interac¸o˜es dos portadores expressos pelas func¸o˜es de Green supracitadas




























k,k′ (E) −→ δσ′,σ′′δk,k′Gσ
′
k (E)
Se aplicarmos estas aproximac¸o˜es na equac¸a˜o anterior, que chegamos a partir da
superposic¸a˜o das func¸o˜es de Green, teremos
Gσ
′σ














Assim podemos escrever a seguinte func¸a˜o de Green generalizada:
Gσ
′σ





eiq·Ri(Si · σˆ)σ′σAσ′σk,k+q(E) (3.97)














Fazendo uso do teorema espectral, que nos diz, de modo geral, que uma func¸a˜o de
Green pode ser entendida como uma me´dia estat´ıstica dos operadores relacionados













(1 + η)D (3.99)
onde
η =







podemos calcular a me´dia estat´ıstica dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o refe-
rentes a nossa func¸a˜o de Green e com isso, achar o hamiltoniano efetivo e os termos






















que e´ uma func¸a˜o de polarizac¸a˜o.
O termo de Troca Efetiva pode ser encontrado por comparac¸a˜o com o Hamilto-




JˆijSi · Sj (3.104)





















































Si · Sj .(3.105)
O termo em pareˆnteses dentro dos colchetes, referente a u´ltima igualdade, e´ o termo




























Si · Sj (3.108)






poderemos reproduzir a eq.(3.47).











































onde apenas a segunda func¸a˜o de Green possui dependeˆncia magne´tica.
Aplicando as propriedades de simetria de inversa˜o de Dq descritas acima, a
chamada simetria de inversa˜o, obtemos o fator 4, que evita as contagens duplas das
interac¸o˜es dos spins contra´rios. Podemos agora, com este resultado, implementar
nossa autoenergia (3.88) na func¸a˜o de Green acima, na˜o so´ a parte magne´tica mas
tambe´m o implemento do espalhamento mu´ltiplo.
O termo acima nos permite reproduzir, atrave´s da expressa˜o em primeira ordem
da func¸a˜o de Green (3.97), a interac¸a˜o RKKY, o que seria equivalente a escrever












ij pode ser escrito a partir de (3.97), e obtendo




















Utilizando o teorema do Valor Principal de Cauchy,
1
E − (k)± iδ+ = P
1
E − (k) ∓ ipiδ(E − (k)). (3.115)
Onde P e´ o valor principal de Cauchy e δ(E − (k)) e´ a delta de Dirac. Podemos
escrever com as func¸o˜es de Green de ordem zero a interac¸a˜o RKKY como








[δ(E − (k + q))
E − (k) +
δ(E − (k))







f−[(k + q)]− f−[(k)]
(k + q)− (k) . (3.116)
Note que N e´ varrido do denominador, devido a soma em k efetuada sobre
as deltas. Concluindo que a aproximac¸a˜o da func¸a˜o de Green (3.97), reproduz as
interac¸o˜es RKKY, ja´ muito bem estabelecidas na literatura, escrita acima, com o
formalismo das func¸o˜es de Green. Isso tambe´m nos leva a afirmar, que a interac¸a˜o de
troca efetiva (3.111), esta´ bem definida pelas considerac¸o˜es e aproximac¸o˜es adotadas
em [26] e que, neste trabalho.
3.4 Associac¸a˜o dos Termos Magne´tico e Coulom-
biano
Nas sec¸o˜es anteriores tratamos isoladamente o termo de espalhamento coulombiano
e o termo de espalhamento magne´tico. E´ necessa´rio agora recuperar a ideia inicial
de tratar os dois termos juntos, para atendermos a` transic¸a˜o metal isolante e a`s
propriedades magne´ticas de interesse.
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′−q)(Si · σˆ)σ′σGσ′σk,k+q(E). (3.119)



















Assim, a equac¸a˜o de Dyson para este sistema ficaria
Gσk(E) =
}
E − (k)− ΣMAGkσ (E)− ΣCOULkσ (E)
. (3.121)
sobre a eq.(3.119), ela e´ uma soluc¸a˜o formal. Ja´ vimos na sec¸a˜o 3.1 que uma soluc¸a˜o
exata para esta func¸a˜o de Green na˜o e´ poss´ıvel. Aqui adotaremos a aproximac¸a˜o da
autoenergia magne´tica por




no ca´lculo de (3.121).
Este termo significa uma simples renormalizac¸a˜o na energia em func¸a˜o de zσ =
±1, e portanto simples de ser introduzida na func¸a˜o de Green do espalhamento
mu´ltiplo. Cabe mencionar que as tentativas de incluir o termo magne´tico em segunda
ordem levou o sistema autoconsistente a na˜o convergir.
Neste ponto, vamos usar o Ansatz de introduzir a func¸a˜o de Green (3.121) na
expressa˜o (3.106). Esta aproximac¸a˜o significa o uso da forma funcional de J(q) com
a func¸a˜o de Green magne´tica em primeira ordem, mas com toda a informac¸a˜o da
mobilidade dos portadores, fornecido pelo ca´lculo do espalhamento mu´ltiplo. Assim,
e´ poss´ıvel calcular a interac¸a˜o magne´tica entre os ı´ons de manganeˆs, respeitando o
cara´ter meta´lico e/ou isolante dos portadores.
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A transformada de Fourier de J(q), nos proporcionara´ a interac¸a˜o no espac¸o

























Finalizando, faremos uma breve descric¸a˜o dos passos realizados para se efetuar
o ca´lculo computacional, implementando as expresso˜es anal´ıticas desta sec¸a˜o.
1. O primeiro passo e´ a soluc¸a˜o auto-consistente das func¸o˜es de Green pela apro-
ximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo, aqui corrigindo a auto energia com o termo
magne´tico em primeira ordem, expressa analiticamente pela equac¸a˜o (3.88)
2. O segundo passo e´ o ca´lculo de J(q), dado pela expressa˜o (3.111).
3. Obtido os valores nume´ricos de J(q), e´ feita a transformada de Fourier e obtido
os valores de Jij.
Este procedimento foi aplicado a va´rias amostras de GaMnAs, onde foram va-





Nosso escopo, nesta sec¸a˜o, e´ mostrar as propriedades do material em questa˜o atrave´s
da apresentac¸a˜o de gra´ficos, a partir de simulac¸o˜es computacionais do sistema f´ısico,
utilizando os resultados anal´ıticos desenvolvidos neste trabalho. Partindo da relac¸a˜o
entre a temperatura de transic¸a˜o (TC) e o operador de troca [27], que para o nosso










Sem entrarmos em detalhes referente a descric¸a˜o da relac¸a˜o acima, que surge das
descric¸o˜es estat´ısticas do comportamento da magnetizac¸a˜o, que por sua vez esta´
ligada com a intensidade das interac¸o˜es, podemos entender como se comporta a
temperatura com relac¸a˜o aos dados obtidos atrave´s do termo de troca efetiva.
A relac¸a˜o nos mostra que, quanto maior a intensidade das interac¸o˜es maior sera´
a temperatura de transic¸a˜o, pois mais esta´veis sera˜o os portadores na magnetizac¸a˜o
estabelecida, com isso maior a energia que deve ser fornecida para que seja quebrado
a orientac¸a˜o magne´tica de seus spins.
Na discussa˜o que segue, compararemos diferentes valores de Jij para diferentes
concentrac¸o˜es de Manganeˆs e buracos e variando tambe´m os valores da polarizac¸a˜o
de 〈Sz〉. A polarizac¸a˜o e´ dado como a resposta a` variac¸a˜o de temperatura. Pola-
rizac¸a˜o nula implica em T > TC , a medida que aumentamos 〈Sz〉 temos T < TC .
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Quanto mais polarizado mais pro´ximo de T = 0, portanto mais pro´ximo de uma
ordem ferromagne´tica. A transic¸a˜o de fase ocorre a` temperatura de Curie, sendo
fundamental compararmos diferentes polarizac¸o˜es, entendendo como a interac¸a˜o se
comporta abaixo de TC .
Devemos ressaltar que a teoria do espalhamento mu´ltiplo foi obtida a partir de
T = 0. O que nos permite discutir temperaturas diferente de zero, e´ apenas a
liberdade anal´ıtica de se manipular as autoenergias na func¸a˜o de Green modificada
(3.121), associando 〈Sz〉 a T .
Na˜o apenas variamos a concentrac¸a˜o de manganeˆs, como tambe´m variamos as
concentrac¸o˜es dos portadores, assim podemos entender por completo a dependeˆncia
de Jij com relac¸a˜o a esses paraˆmetros de entrada.
A escolha dos pontos para ana´lise, na˜o ocorreu de forma arbitra´ria, mas sim
baseada em estudos pre´vios [33]. No referente artigo, realizou-se o estudo das bandas
de impurezas em GaMnAs, apresentando a relac¸a˜o das fases de transic¸a˜o para
diferentes concentrac¸o˜es de impurezas e portadores, como mostrado na figura 4.1.
Nos gra´ficos que sera˜o aqui apresentados, nh sera´ a concentrac¸a˜o buracos, que
sa˜o os intermediadores das interac¸o˜es. O Mn, por sua vez, sera˜o representados como
os ı´ons magne´ticos, as impurezas da rede.
Apresentamos abaixo, uma tabela contendo os paraˆmetros do GaAs. Onde m0
e´ a massa do ele´tron na˜o relativ´ıstico, mh,dos e´ a massa efetiva dos buracos e mh,dos
a massa efetiva dos ele´trons.
Tabela 4.1: Tabela contendo alguns paraˆmetros do composto GaAs a` temperatura
ambiente.
Est. Cristalina a Dens. atoˆmica m∗ (me,dos/m0) m∗ (mh,dos/m0) J(eV )
Zinc blende 5.65A˚ 5.32g/cm3 0.063 0.51 1.2
Veja na figura 4.2, de onde escolhemos dois valores para as concentrac¸o˜es de
Mn, ni = 6 × 1012cm−2 e ni = 10 × 1012cm−2. Para estas duas concentrac¸o˜es de
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Figura 4.1: Mapa de cores do cara´ter de mobilidade da densidade de impurezas pela
densidade de portadores, onde vermelho representa as amostras de maior mobilidade,
e azul para mobilidades menores. Figura publicada por Dias Cabral, E. et al. na
refereˆncia [33].
Mn, foram feitos ca´lculos para diferentes concentrac¸o˜es de buracos (3 × 1012cm−2
a` 8 × 1012cm−2). Para este conjunto de paraˆmetros, obtivemos Jij em func¸a˜o da
distaˆncia entre ı´ons.
Note que todas as curvas decrescem com o aumento da distaˆncia entre os s´ıtios
da rede, o que era de se esperar. Podemos ver que a intensidade das interac¸o˜es
sa˜o mais acentuadas para os valores das concentrac¸o˜es de portadores da ordem de
8 × 1012cm−2. A concentrac¸a˜o de portadores referente ao valor de 3 × 1012cm−2,
expressa-se com valores pro´ximos de zero, o que nos mostra que a diminuic¸a˜o de
portadores desfavoreceu a interac¸a˜o.
A` medida que se aumenta a polarizac¸a˜o (figuras de 4.3 a 4.7 ), a amostra de
maior valor de Jij, vai aumentando sua intensidade de interac¸a˜o. Diante do modelo
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Figura 4.2: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn) no valor de 6 × 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de portadores,
sem polarizac¸a˜o.
Figura 4.3: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn), variando a concentrac¸a˜o dos portadores, com 10% de Polarizac¸a˜o.
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Figura 4.4: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn), variando a concentrac¸a˜o dos portadores, com 20% de Polarizac¸a˜o.
Figura 4.5: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn), variando a concentrac¸a˜o dos portadores, com 30% de Polarizac¸a˜o.
adotado, este aumento se explica pelo fato de a mobilidade dos portadores no n´ıvel
de Fermi ser maior. Este fato pode ser observado pelas caracter´ısticas da func¸a˜o
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Figura 4.6: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn), variando a concentrac¸a˜o dos portadores, com 40% de Polarizac¸a˜o.
Figura 4.7: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn), variando a concentrac¸a˜o dos portadores, com 50% de Polarizac¸a˜o.
espectral no n´ıvel de Fermi, figura 4.8. Os valores de menor concentrac¸a˜o de por-
tadores ainda se mante´m com baixos valores de Jij, independente do aumento da
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polarizac¸a˜o, nos mostrando que, para essas concentrac¸o˜es, as interac¸o˜es magne´ticas





Uma forma de estudarmos a mobilidade dos portadores, e´ analisarmos o formato
dos mo´dulos das func¸o˜es espectrais geradas pelo nosso me´todo anal´ıtico. A relac¸a˜o
se da´ com a largura do pico formado pelo mo´dulo dessas func¸o˜es, de tal forma que
quanto mais estreito for a meia altura deste pico, maior mobilidade dos portadores
relacionados a`quela func¸a˜o, e quanto mais larga a meia altura deste pico, menor a
mobilidade, ou ainda, mais a amostra tende a caracter´ısticas de isolante. Na figura
4.8, comparamos diferentes func¸o˜es espectrais das amostras de maior interesse.
Figura 4.8: Mo´dulo da func¸a˜o espectral Dk por k de quatro pontos diferentes.
A amostra contendo Mn = 10 × 1012cm−2 e nh = 6 × 1012cm−2, possui o pico
mais estreito, portanto maior mobilidade, por sua vez, a amostra contendo Mn =
10 × 1012cm−2 e nh = 3 × 1012cm−2, possui cara´ter alongado, com um pico pouco
pronunciado e por conta disso tem baixa mobilidade. Vemos na figura 4.8 que a
amostra com maior nu´mero de portadores na˜o e´ aquela com maior mobilidade.
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Na figura 4.9, aumentamos a concentrac¸a˜o de impurezas entre de 6×1012cm−2 a`
12× 1012cm−2, mostrando a relac¸a˜o entre o aumento da concentrac¸a˜o de impurezas
com a mobilidade, de modo que o aumento do nu´mero de manganeˆs aumentando
o espalhamento e com isso diminuindo a mobilidade. Provando que a relac¸a˜o entre
a inserc¸a˜o de manganeˆs de modo crescente na˜o leva a um aumento cont´ınuo da
mobilidade.
Figura 4.9: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij, variando a densidade Mn,
mantendo constante a concentrac¸a˜o de portadores a nh = 8× 1012cm−2. Sem pola-
rizac¸a˜o.
Agora, vejamos na figura 4.10 como se da´ o comportamento de Jij pela distaˆncia,
para uma concentrac¸a˜o fixa de dopantes de Mn igual a 10 × 1012cm−2, variando
novamente a concentrac¸a˜o de portadores.
Para uma maior polarizac¸a˜o, representada a figura 4.11, observa-se que, nova-
mente, a polarizac¸a˜o leva a um aumento da intensidade de Jij.
Para a concentrac¸a˜o de manganeˆs em 6× 1012cm−2, observamos que o aumento
de portadores favoreceu os valores de Jij, no entanto para o caso 10 × 1012cm−2,
ao aumentarmos a concentrac¸a˜o de portadores acima de certa concentrac¸a˜o (6 ×
1012cm−2), ha´ um decre´scimo de mobilidade, isso implica que a resposta ao acre´scimo
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Figura 4.10: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn) no valor de 10× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de portadores,
sem polarizac¸a˜o.
Figura 4.11: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn) no valor de 10× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de portadores,
para uma polarizac¸a˜o de 10%.
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Figura 4.12: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
dopantes (Mn) no valor de 10× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de portadores,
para uma polarizac¸a˜o de 30%.
de portadores na˜o responde linearmente a` mobilidade. Esse decre´scimo em Jij se
deve ao efeito coletivo, resultado do tratamento de muitos corpos. Na figura 4.10,
vimos que ha´ uma concentrac¸a˜o o´tima para o nu´mero de portadores, e como estes sa˜o
devido as impurezas, consequentemente ha´ uma concentrac¸a˜o o´tima de impurezas.
Representando na figura 4.13, comparamos a dependeˆncia de Jij pela distaˆncia,
com relac¸a˜o a variac¸a˜o da concentrac¸a˜o de Manganeˆs para 6 × 1012cm−2 e 10 ×
1012cm−2, mantendo constante em nh = 3×1012cm−2. O valor de Jij para a concen-
trac¸a˜o de 10× 1012cm−2 de ı´ons de manganeˆs, e´ ligeiramente maior comparada com
a concentrac¸a˜o de 6× 1012cm−2. Isso nos mostra que o aumento de impurezas na˜o
altera de modo acentuado as interac¸o˜es dadas por Jij, nesta regia˜o onde o conjunto
de paraˆmetros ni e nh leva a uma faixa de baixa mobilidade para os portadores.
Esta´ expl´ıcito na figura 4.14, onde mantivemos constante os portadores em nh =
6 × 1012cm−2, que o aumento da concentrac¸a˜o de Mn favoreceu o aumento da
magnitude da interac¸a˜o. Isto acontece na fase de alta mobilidade. Mas sabemos por
trabalhos anteriores [33] apresentado aqui pela figura 4.1, que para certo limite de
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Figura 4.13: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a mesma densidade de
portadores no valor de 3× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra na˜o
polarizada.
Figura 4.14: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 6× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
na˜o polarizada.
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impurezas, atinge-se uma saturac¸a˜o e como consequeˆncia tem uma diminuic¸a˜o na
mobilidade dos portadores.
Temos ainda, para menores concentrac¸o˜es de Mn, mantendo-se constante os
portadores em 4 × 1012cm−2 e variando entre 5 e 6 × 1012cm−2 a concentrac¸a˜o de
Mn, no caso sem polarizac¸a˜o, representado na figura 4.15, e amostras polarizadas
entre 10% a 100%.
Figura 4.15: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
na˜o polarizada.
Notamos claramente que entre os gra´ficos 4.16 a 4.25, na˜o ha´ uma mudanc¸a
expressiva em Jij, e que ambas as curvas esta˜o muito pro´ximas, o que implica que
nas concentrac¸o˜es tratadas, a resposta na˜o e´ acentuada quanto em amostras onde
as concentrac¸o˜es de portadores sa˜o mais elevadas.
Ate´ aqui, pudemos notar que os pontos de maior mobilidade ocorrem em ni =
6 × 1012cm−2 e nh = 8 × 1012cm−2 e em ni = 10 × 1012cm−2 e nh = 6 × 1012cm−2.
Com esses resultados, podemos observar na figura 4.26, que a mobilidade do ponto
com ni = 10× 1012cm−2 e nh = 6× 1012cm−2, e´ maior.
Veja que para a amostra contendo ni = 10× 1012cm−2 e nh = 6× 1012cm−2, se
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Figura 4.16: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
10% polarizada.
Figura 4.17: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
20% polarizada.
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Figura 4.18: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
30% polarizada.
Figura 4.19: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
40% polarizada.
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Figura 4.20: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
50% polarizada.
Figura 4.21: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
60% polarizada.
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Figura 4.22: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
70% polarizada.
Figura 4.23: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
80% polarizada.
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Figura 4.24: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
90% polarizada.
Figura 4.25: Comportamento de Jij pela distaˆncia Rij para a densidade constante
de portadores no valor de 4× 1012cm−2, variando a concentrac¸a˜o de Mn. Amostra
100% polarizada.
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Figura 4.26: Comparac¸a˜o do valor de Jij entre os pontos de maior mobilidade. Sem
polarizac¸a˜o.
apresenta com valores bem mais elevados de Jij, mostrando que esse ponto e´ mais
favora´vel a` mobilidade dos portadores. Para valores mais elevados de polarizac¸a˜o,
a amostra de maior concentrac¸a˜o de Mn, se mostra com maior mobilidade (figura
4.28).
A densidade de estado (DOS da sigla em ingleˆs, density of states) e´ o nu´mero
de estados em determinado intervalo de energia, no caso dos estados acess´ıveis dos







Nos sera´ u´til neste ponto, mostrarmos a densidade de estados para comparar-
mos a mobilidade de amostras que possuem valores elevados de Jij. Comparamos
a densidade de estados para dois tipos de amostras, uma bem definida, com baixa
concentrac¸a˜o de dopantes, apresentando bandas de impurezas e conduc¸a˜o bem se-
paradas, com outras duas amostras com densidade de impurezas mais elevadas.
A medida em que vamos dopando o material, essas bandas va˜o se fundindo de tal
forma que os portadores podem saltar para a banda de conduc¸a˜o mais facilmente,
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Figura 4.27: Comparac¸a˜o do valor de Jij entre os pontos de maior mobilidade.
Amostra 10% polarizada.
pois o n´ıvel de Fermi se desloca em sentido da banda de conduc¸a˜o, aumentando sua
mobilidade e consequentemente sua interac¸a˜o.
Ale´m do deslocamento do n´ıvel de Fermi, as bandas va˜o se tornando cada vez
menos distintas uma da outra, ate´ se tornarem curvas mais suaves, observado nas
figuras 4.29 e 4.30.
Em concordaˆncia com o que temos dito a respeito da densidade de estados,
podemos citar um trabalho Ghazali e Serre [34], que comprova de modo satisfato´rio,
os resultados expostos aqui. Mostra-se que quanto maior a densidade de dopantes,
mais as curvas das bandas de impurezas e conduc¸a˜o tendem a se fundirem.
Com a aproximac¸a˜o do espalhamento mu´ltiplo, inserindo na func¸a˜o de Green
convergida a aproximac¸a˜o em primeira ordem da autoenergia magne´tica, ganhamos
a quebra de degeneresceˆncia dos estados de spins, e com isso o deslocamento do
n´ıvel de Fermi, como visto nas figuras 4.31 e 4.32. O deslocamento do n´ıvel de
Fermi, favorece a interac¸a˜o devido ao incremento do nu´mero de portadores de alta
mobilidade.
Nas figuras 4.31, 4.32, temos diferentes n´ıveis de Fermi para duas polarizac¸o˜es
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Figura 4.28: Comparac¸a˜o do valor de Jij entre os pontos de maior mobili-
dade.Amostra 80% polarizada.
diferentes, uma a 50% e outra a 100% respectivamente, para a concentrac¸a˜o de
ni = 6× 1012cm−2 e nh = 8× 1012cm−2.
Na tabela 4.2, fazemos a comparac¸a˜o dos dados obtidos atrve´s do me´todo aqui
desenvolvido, e o mapa de cores dado em [31], e que esta´ representado na figura 4.1,
a` polarizac¸a˜o de 0%. A tabela mostra a primeira coluna contendo as diferentes con-
centrac¸o˜es de Mn [ni(10
12cm−2)], enquanto a primeira linha mostra a concentrac¸a˜o
de portadores [ns(10
12cm−2)]. Os elementos da tabela mostram a mobilidade (figura
4.1) seguida do valor teo´rico de Jij, encontrado no trabalho, para a regia˜o de 2.5
monocamadas.
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Figura 4.29: Densidade de estados pela energia. Deslocamento da energia de Fermi
para uma amostra contendo Mn = 6× 1012cm−2 e nh = 3× 1012cm−2.
Figura 4.30: Densidade de estados pela energia. Deslocamento da energia de Fermi
para uma amostra contendo Mn = 6× 1012cm−2 e nh = 8× 1012cm−2.
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Figura 4.31: Densidade de estados pela energia, mostrando o n´ıvel de Fermi para a
amostra contendo ni = 6 × 1012cm−2 e nh = 8 × 1012cm−2, a uma polarizac¸a˜o de
50%.
Figura 4.32: Densidade de estados pela energia, mostrando o n´ıvel de Fermi para a
amostra contendo ni = 6 × 1012cm−2 e nh = 8 × 1012cm−2, a uma polarizac¸a˜o de
100%.
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Tabela 4.2: Comparac¸a˜o entre a intensidade de Jij (Ry
∗) calculado para a distaˆncia
de 2,5 monocamadas e a mobilidade µ (0.0 – 1.0) do mapa de cores, para a pola-
rizac¸a˜o de 0%.
ns(10
12cm−3) 3 4 5 6 8
ni(10
12cm−3) µ Jij µ Jij µ Jij µ Jij µ Jij
5 - 0.375 0.0375 - - -
6 0.125 0 0.375 0.1 - 0.625 0.4 0.875 0.9
10 0 0 - 0.625 0 0.875 5.7 0.75 0.45




Neste trabalho, nos propomos tratar de modo concomitante, propriedades magne´ticas
e ele´tricas de um DMS, em particular, o GaMnAs. Para ambas as interac¸o˜es, traba-
lhamos com o formalismo das func¸o˜es de Green. Usamos a aproximac¸a˜o do espalha-
mento mu´ltiplo para tratar o espalhamento coulombiano dos portadores pelos ı´ons
de Mn, e o formalismo desenvolvido por W. Nolting para descrever um hamiltoniano
efetivo para a interac¸a˜o magne´tica.
Estas aproximac¸o˜es nos permitiram reproduzir a associac¸a˜o da intensidade das
interac¸o˜es magne´ticas com o cara´ter de mobilidade dos portadores.
Como resultado geral, pudemos estabelecer que para as regio˜es de maior mobi-
lidade de portadores, as interac¸o˜es Jij sa˜o mais intensas. O incremento da concen-
trac¸a˜o de portadores nem sempre acarreta num aumento da interac¸a˜o magne´tica. Ha´
um cruzamento intrincado dos efeitos dos paraˆmetros ni × nh. Para regio˜es de alta
mobilidade devido a concentrac¸a˜o de ı´ons, vimos que um seu incremento tambe´m
na˜o equivale ao favorecimento da mobilidade. Se fossemos trac¸ar um mapa de cores
da intensidade do termo de troca efetivo (Jij) para um raio fixo, reproduzir´ıamos
com fidelidade, o mapa de cores da mobilidade apresentado na figura 4.1.
Como perspectivas futuras, temos o tratamento completamente auto-consistente
dos espalhamentos magne´ticos e coulombianos.
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